La multilinearite...

... est une propriété permettant le calcul de certains déterminants plutot délicats.

Pour illustrer cet aspect, nous abordons un cas assez simple pour mieux comprendre la
technique (on pourrait donc faire certains des calculs ci-dessous plus facilement. .. sauf quand cela devient
trop lourd ! Et c’est 1a que cette technique trouve tout son intérét).

Arthur Cayley (1821-1895) était un expert en calcul de déterminants. Au King’s
College, il rafle déja tous les prix : littérature, histoire, mathématiques...

I Quelques rappels pour bien commencer

a) Le déterminant |1 Jlr x 1 Jlr x| peut étre vu comme le déterminant des vecteurs colonnes

C, = (1 Jlr *)etc,= (1 i x) exprimés dans la base canonique de R2. Donc : det(Cy, Cy).

b) Par linéarité d’un déterminant, on peut écrire pour tous vecteurs colonnes u, v et w de R3
ou de C3 (au choix !): det(u + v, w) = det(u, w) + det(v, w)

det(u, v + w) = det(u, v) + det(u, w)
Ainsi, pour des vecteurs a, b, ¢ et d, on peut méme écrire :

det(a + b, c + d) = det(a, ¢ + d) + det(b, ¢ + d) = det(a, c) + det(a, d) + det(b, c) + det(b, d)
c) Par linéarité d’un déterminant, pour tout coefficient X :  det(X u, v) = x det(u, v)

d) Des que deux colonnes sont liées, le déterminant est nul.
Ainsi, par exemple dans R™, ona: det(u, u,vi, ....,Vn2) =0

(on démarre cool...)
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Astucieusement, en notant e, = ((1)) e, = ((1)) et u= G) remarquons qu’il est possible

d’écrire: A, =det(u+xe;, Uu+Xe,)
Ainsi: A, =det(u,u+xe,) +det(xe,,u+xe,)
= det(u, u) + det(u, x e,) + det(x e, u) + det(x e;, X e,)
= x det(u, e,) + x det(e;, u) + x% det(ey, e,)
Avec: u=e;+e,,0ona: det(u, e,) =detle;+ ey, e,) = det(eq, e,) + det(e,, €,) =1
De méme, on trouve : det(e;, u) =1

Aufinal : A, =2 x+x? Ay =X (2 +X)



1+x 1 1 1 1 1
I A3 =11 1+x 1 (est le déterminant de la matrice Ms=[1 1 1| +xI3)
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On travaille de la méme fagon, mais cette fois avec des vecteurs de R3  (ou €3 si on veut...)
A;=det(lu+Xxe;, U+ Xe,,U+Xes)  (quel’ondéveloppe par multilinéarité)

On peut éliminer d’office tous les termes ou U serait présent a deux positions distinctes. Par
exemple, c’est le cas pour det(u, X e,, u). Ainsi, il reste :

A; = det(u, X e,, X e3) + det(X eq, U, X e3) + det(x e;, X e,, U) + det(X eq, X e,, X e3)

Ensuite, en posant u = Y;_, e;, on peut simplifier chaque terme ol u est présent. 1l reste
par exemple aprés développement par linéarité : det(u, X e,, X e3) = det(e,, X e,, X e3) = X2
On obtient ce méme résultat pour les autres termes du méme genre.

Finalement: Az =x?% (3 +x)
Ceci est juste un point d’exclamation
\ et non une factorielle !
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C’est le méme genre de matrice que précédemment, mais de taille n !
On pose encore u = )i, ;. On note ensuite A, =det(u+xe;,U+Xe,,...,U+Xey,)

Par multilinéarité, apres le développement, il ne doit rester qu’un vecteur dans chaque '
position (entre les virgules). Les seuls termes non nuls qui restent comportent :

- Soit u en position i et les vecteurs X e; aux autres positions (ce qui concerne n termes)
- Soit tous les X e; (ce qui concerne un seul terme)
On obtient alors : ,
A, = det(xeq, xey, ..., xe,) + Yi,det(xeq, ..., X €1, U, X €41, .. ,X €4—1,X E)
(avec le vecteur u en position numéro i) |
De plus : det(x eq, ..., X €;_1,211=1 €i» X €j41, - » X En_1,X €y)
=det(x e, ..., X €_1,€;,X €41, ,X €y_1,X €)= x""1

v
Enfin, ontrouve : A,= x" 1 (n+x) ceci est une factorielle !
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\Y/ Exercice d’application

14X 1 1 1
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Montrez : =n!'x"1(n+x)
n-1 n-1 (n—1) (1+x) n-1

n n .- n n (1+x)



